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Resumo
Esta dissertação tem como objectivos a compilação bibliográfica descritiva das características
do alumínio como material estrutural e a discussão do processo de verificação da segurança,
de acordo com o Eurocódigo 9, de colunas (barras uniformemente comprimidas) de alumínio
susceptíveis a diferentes modos de encurvadura.
Considerando o comportamento elástoplástico do material, adoptando a lei de Ramberg-
Osgood, procedeu-se um estudo numérico (modelos com elementos finitos de casca) e analítico
para colunas de secção em I, cruciforme e em C, assim como para placas, de forma a analisar os
fenómenos de encurvadura à flexão, torção, flexão-torção e local. O estudo efectuado resultou
em curvas de encurvadura, em função da esbelteza elastoplástica, que permitem dispensar a
diferenciação das ligas de alumínio em classes de encurvadura A e B, proposta pelo Eurocódigo
9.
Palavras chave:
Colunas de alumínio; encurvadura por flexão; encurvadura por flexão-torção; encurvadura
local; Eurocódigo 9
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Abstract
Analysis and design of aluminium columns according to Eurocode 9
This thesis provides a bibliographic compilation of the characteristics of aluminium as a struc-
tural material and discusses the safety checking procedure of aluminium columns (uniformly
compressed bars) susceptible to various buckling modes.
Allowing for the elastoplastic material behaviour of aluminium, by employing a Ramberg-
Osgoog law, a numerical (shell finite element models) and analytical study is carried out for
I-section, cruciform and channel section columns, as well as plates, in order to analyze the
flexural, torsional, flexural-torsional and local buckling phenomena. This study resulted in
buckling curves, which depend on the elastoplastic slenderness, allowing the exemption of the
distinction of aluminum alloys in buckling classes A and B, proposed by the Eurocode 9.
Keywords:
Aluminium columns; flexural buckling; flexural-torsional buckling; local buckling; Eurocode
9
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Capítulo 1
Introdução
1.1 Enquadramento
O elemento alumínio (Al) foi descoberto há duzentos anos atrás. Os primeiros edifícios com
estrutura empregando ligas de alumínio surgiram nos anos 50 na Europa, onde o betão e aço
são os principais materiais utilizados [30]. O seu aproveitamento ao longo dos anos tornou-se
comum, sendo na actualidade um material com aplicação estrutural. A razão entre o peso e
a resistência é o principal motivo do seu uso, não só em aeronáutica, transportes ferroviários
e marítimos, mas também em estruturas de Engenharia Civil. No entanto, existem mais
propriedades a ter em conta, como a resistência à corrosão, a facilidade na obtenção de
diferentes geometrias e o efeito visual [30, 22, 21].
O alumínio surge como um material alternativo ao aço na sua aplicação estrutural, com
algumas considerações semelhantes no dimensionamento, apesar das suas diferenças em ter-
mos de peso volúmico, módulo de elasticidade e expansão linear. Os Projectistas têm à sua
disposição uma vasta gama de ligas assim como a possibilidade de definir completamente a
geometria da secção transversal das barras, de forma a adequá-la à situação em causa. Dev-
erão também considerar-se alguns aspectos particulares, como a significativa deformabilidade
e consequente susceptibilidade à encurvadura, bem como a sensibilidade à fadiga, entre outros
[10, 30].
Pode admitir-se que a entrada do alumínio na Engenharia Estrutural não foi um processo
fácil, dado que o seu dimensionamento exige o domínio de conceitos particulares. De modo
a executar uma aplicação estrutural adequada das ligas de alumínio, deverá fazer-se uso de
regulamentos de dimensionamento. O aparecimento do Eurocódigo 9 (EC9) [5, 4] dotou os
1
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Projectistas de um conjunto de regras único, completo e actualizado, relativo ao dimension-
amento de estruturas em alumínio, sendo hoje em dia reconhecido como um regulamento
inovador [30, 21].
Nas últimas décadas tem havido maior dedicação ao estudo de peças estruturais de
alumínio, sejam estas extrudidas ou soldadas. Estes estudos têm resultado em melhorias
ao nível dos regulamentos de apoio ao dimensionamento. No dimensionamento destas estru-
turas dever-se-á definir soluções que tirem partido das vantagens oferecidas pelo alumínio,
referidas anteriormente, e que mitiguem as respectivas desvantagens:
• um modo de elasticidade reduzido (E = 70 GPa), obrigando a um dimensionamento
mais cuidado em termos de rigidez estrutural e estabilidade;
• uma menor resistência ao fogo, sendo necessária uma especial atenção nas soldaduras,
pois o aumento de temperatura resulta numa diminuição da resistência da própria sol-
dadura, assim como das zonas de alumínio adjacentes;
• um maior custo por unidade de peso em relação ao aço, obrigando a uma optimização
da secção a utilizar [30, 24].
Sabe-se que o alumínio puro é um material cujo valor da tensão limite de proporcionalidade
é de cerca de 10 MPa e com uma tensão resistente à tracção de cerca de 40 MPa, valores baixos
para a maioria das aplicações estruturais. O principio utilizado nas ligas de alumínio consiste
na adição de imperfeições na estrutura cristalina, resultando num aumento da resistência. A
forma mais eficaz de introduzir estas imperfeições na estrutura consiste na adição de novos
elementos na matriz do alumínio, como por exemplo o magnésio.
A vasta variedade de ligas disponível gera um problema de carência de stock [10]. Os stocks
existentes apenas contêm algumas ligas e secções transversais mais comuns. A produção das
peças de alumínio é feita por extrusão, dotando os Projectistas da capacidade de dimensionar
a secção desejada em função da sua aplicabilidade. A escolha da liga metálica a utilizar
deverá ter em conta vários parâmetros, como a capacidade resistente, o tipo de produto
(folha, placa, secção extrudida), a resistência a altas temperaturas e o custo, entre outros. O
elevado número de variáveis a considerar no dimensionamento de um elemento em alumínio
optimizado demonstra a necessidade do Engenheiro possuir conhecimento relativamente ao
alumínio como material, de forma a tirar o maior proveito do mesmo [10].
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Como já foi referido, a utilização das ligas de alumínio em substituição do aço só é possível
tirando partido dos seguintes aspectos [22]:
I/ Reduzido peso
• facilitação de transporte;
• simplificação do processo de montagem;
• redução da carga transmitida para as fundações;
• minoração de recursos durante a fase de montagem.
II/ Resistência à corrosão
• redução das despesas de manutenção;
• bom desempenho em ambientes mais agressivos.
III/ Funcionalidade
• secções dimensionadas de forma a obter o menor peso e a maior eficiência estrutural;
• fabrico de qualquer secção rígida evitando elevado numero de uniões por soldadura
ou aparafusamento;
• simplificação dos sistemas de conexão;
• adaptabilidade de um único componente a mais do que uma função estrutural,
resultando num dimensionamento mais económico e racional.
As estruturas em alumínio são correntemente constituídas por um conjunto de compo-
nentes interligados. As ligações entre elementos podem ser feitas com recurso a diversos sis-
temas como a soldadura, o aparafusamento, o uso de rebites ou mesmo a colagem. As ligações
deverão satisfazer um conjunto de pré-requisitos estruturais, apresentando resistência, rigidez
e capacidade de deformação adequadas, assim como pré-requisitos não estruturais, como o as-
pecto visual, a estanquidade, a economia e a durabilidade. A ligação por soldadura apresenta
diversas vantagens em relação à ligação aparafusada. Referem-se como vantagens a poupança
de material e mão de obra, a ausência de qualquer tipo de perfuração, a impermeabilidade da
ligação e a resistência à corrosão. São conhecidas diferentes tecnologias de soldadura como
TIG, MIG, soldadura com arco, soldadura com resistência eléctrica e soldadura por fricção,
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entre outros. Caso seja pretendido efectuar a ligação entre diferentes elementos sem afectar a
microestrutura do material ou na realização de ligações entre peças finas, o uso de um processo
de colagem apresenta-se como uma boa solução, apesar de apresentar menor durabilidade e
resistência relativamente a outros tipos de ligação [28, 29].
Os casos de aplicação aos quais mais se adequa o uso do alumínio são:
• estruturas onde o carregamento é reduzido comparado com o seu peso próprio, como
por exemplo estruturas de coberturas com grandes vãos;
• estruturas colocadas em locais inacessíveis, longe do local de fabrico, cuja economia
no transporte e na fase de montagem são essenciais, como torres de alta tensão, cujo
reduzido peso permite o transporte de helicóptero;
• estruturas situadas em ambientes agressivos ou húmidos, como coberturas de piscinas,
pontes, estruturas hidráulicas ou plataformas offshore;
• estruturas com peças móveis, como pontes basculantes, onde a diminuição do peso
próprio facilita as movimentações;
• estruturas onde as intervenções de manutenção são difíceis e limitadas, como pórticos
em vias de comunicação, postes de iluminação, torres, entre outros.
Existem inúmeros exemplos destas aplicações, como o Centro de Exibição Inter Americano
em São Paulo, Brasil, construído em 1969, (Figura 1.1 e Figura 1.2), cobrindo uma área de
600 m2, assim como o Centro de Congressos Internacional no Rio de Janeiro, cobrindo uma
área de 33 000 m2, como mostra a figura 1.3.
Figura 1.1: Vista geral da elevação do
topo do Centro de Exibição Inter Amer-
icano [23]
Figura 1.2: Pormenor do
sistema estrutural [23]
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Como exemplo de aplicação refere-se também a cúpula The Spruce Goose, em Los Angeles,
Estados Unidos, com um diâmetro de cerca de 125 m (Figura 1.4).
Figura 1.3: Centro de Congressos In-
ternacional [23] Figura 1.4: The Spruce Goose [23]
Outras cúpulas em alumínio são as utilizadas para fins industriais (Figura 1.5).
Figura 1.5: Cúpula geodésica [32]
Os heliportos são estruturas comummente em alumínio, instaladas em edifícios, embar-
cações e estruturas offshore. Parte das próprias estruturas offshore são construídas em
alumínio, onde a sua leveza e resistência à corrosão justificam o seu uso (Figura 1.6). Várias
torres de alta tensão e de emissores de rádio são construídas em alumínio, tendo como exemplo
as torres erguidas em Nápoles, a primeira em 1986 (Figura 1.7).
Exemplos mais recentes de grandes obras com aplicação de ligas de alumínio são a estação
de Kanazawa, Japão, apresentada na figura 1.8, com aplicações de vidro e estrutura treliçada
em alumínio em cerca de 6500 m2, e o Aviva Stadium em Dublin, Irlanda, inaugurado em
2010, onde a estrutura é em alumínio (Figura 1.9) [21, 22].
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Figura 1.6: Plataforma Offshore com
heliporto [34]
Figura 1.7: EndTower em
Nápoles [22]
Figura 1.8: Treliça em alumínio sus-
tendo envidraçado numa cobertura de
grande vão [33] Figura 1.9: Aviva Stadium [31]
1.2 Objectivos
Esta dissertação propõe-se concretizar dois objectivos principais. O primeiro consiste numa
compilação bibliográfica relativa às caraterísticas do alumínio como material estrutural e ao
dimensionamento de colunas de alumínio. Pretende-se desta forma apresentar as capacidades
e limitações do alumínio, assim como discutir o dimensionamento de colunas com base na
regulamentação existente.
O segundo objectivo consiste em desenvolver um estudo analítico e numérico relativo à
encurvadura de colunas de alumínio. Em particular, pretende-se com este estudo propor uma
modificação às regras do EC 9 relativas às curvas de dimensionamento à encurvadura de forma
a contabilizar explicitamente o endurecimento do material.
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1.3 Organização
A presente dissertação encontra-se estruturada em quatro capítulos:
• No segundo capítulo apresenta-se uma compilação de informação relativa ao alumínio
enquanto material estrutural assim como ao dimensionamento de colunas com base no
EC 9.
• O terceiro capítulo aborda o estudo analítico e numérico relativo ao comportamento de
colunas susceptíveis a vários tipos de encurvadura.
• No quarto e último capítulo apresentam-se as conclusões retiradas do trabalho efectuado
e sugerem-se estudos futuros.
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Capítulo 2
Verificação da segurança de colunas de
alumínio segundo o EC9
2.1 Propriedades do alumínio
2.1.1 Identificação das ligas de alumínio
A efectividade da aplicação do alumínio como material estrutural depende da escolha da liga
a utilizar. As características podem ser diversas, variando entre ligas dúcteis ou frágeis, fáceis
ou difíceis de soldar, entre outras. Desta forma, a maioria dos países acordou usar um sistema
de 4 dígitos que classifica as ligas. A principal diferença é dada pelo primeiro numero da série
de 4 dígitos, identificando os elementos de adição em maior percentagem:
• 1XXX Alumínio com 99% de pureza mínima;
• 2XXX Cobre;
• 3XXX Manganês;
• 4XXX Silício;
• 5XXX Magnésio;
• 6XXX Magnésio e Silício;
• 7XXX Zinco;
• 8XXX Outros Elementos.
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Grupo 1XXX - Os últimos dois dígitos correspondem à percentagem de alumínio acima de
99%, por exemplo, 1070 corresponde a 99,70% de pureza. O segundo dígito indica alterações
na quantidade de impurezas. Apresentam-se como ligas dúcteis e de fraco valor estrutural,
mas com boa resistência à corrosão.
Grupo 2XXX a 8XXX - Os últimos dois dígitos servem apenas para distinguir as ligas.
O segundo dígito indica modificações na liga. Em caso de ser zero, trata-se de uma liga não
modificada.
Grupo 2XXX - Com o cobre como o principal elemento adicionado, são ligas que ne-
cessitam tratamento a quente para atingir propriedades mecânicas óptimas, as quais podem
exceder as do aço macio. São ligas com menor resistência à corrosão e difíceis de soldar, sendo
normalmente usadas na aviação e para fins militares.
Grupo 3XXX - A adição de cerca de 1% de manganês aumenta a resistência entre 10 a
15% em relação à série 1XXX. Usa-se onde é necessária uma liga mais resistente que a 1XXX
sem perdas significativas na resistência à corrosão.
Grupo 4XXX - O silício adicionado a esta liga serve para baixar o ponto de fusão da
mesma, sendo usada apenas para fio de soldadura ou como liga de enchimento.
Grupo 5XXX - Estas ligas não são tratadas a quente e exibem a melhor combinação de
resistência elevada e resistência à corrosão. Exibem boa capacidade de soldadura para per-
centagens de magnésio até 3%.
Grupo 6XXX - As ligas possuem grande resistência aliada a uma boa defesa contra a
corrosão. São de fácil formabilidade e anodização. São usadas com aplicação estrutural em
edifícios, em transportes aéreos e marítimos.
Grupo 7XXX - Este grupo apresenta a resistência mais elevada, podendo ser superior
a aços de alta resistência. No entanto, são ligas difíceis de fabricar e requerem tecnologia
avançada para a produção [7, 17, 18].
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2.1.2 Relação tensão-deformação
O alumínio é um material que apresenta características que o distinguem do aço, como já
foi referido anteriormente, e isso é facilmente observável numa curva de tensão-deformação
uniaxial. A maior parte das ligas de alumínio não apresenta um acentuado patamar horizontal
na relação tensão-deformação como sucede no aço, como se pode observar na Figura 2.1.
Figura 2.1: Diagrama de tensão-deformação para o aço e alumínio [19]
Uma das principais dificuldades em estudar o comportamento de ligas de alumínio provém
da variabilidade da relação tensão-deformação. Materiais das mesmas ligas podem apresentar
curvas significativamente diferentes, devido ao processo de fabrico e às intervenções a calor
aplicadas ao material.
A tensão limite convencional de proporcionalidade a 0,2% (ε = 0, 2%), normalmente des-
ignada por f0, não é suficiente para definir a relação tensão-deformação para o material. É
também necessário especificar as variações do Módulo de Young (E). Este facto demonstra a
impossibilidade de se fazer uma análise baseada numa única relação tensão-deformação, como
acontece com o aço. Para caracterizar a lei tensão-deformação é frequente utilizar a lei de
Ramberg-Osgood [5], a qual é dada por:
ε =
σ
E
+ 0, 002
(
σ
f0
)np
(2.1)
onde E é o Módulo de Young na origem, o parâmetro np designa-se por “factor de endurec-
imento” e é determinado experimentalmente, sendo dado no Eurocódigo 9 para todas as
ligas [5, 13].
Em virtude da variabilidade das características das várias ligas, estas são agrupadas em
duas classes de encurvadura (A e B). Sendo f0 a tensão limite convencional de proporcional-
idade a 0, 2% e fp a tensão limite convencional de proporionalidade a 0,1%, um material
pertence à classe de encurvadura A se fp fôr próximo de f0 e à classe de encurvadura B se
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suceder o contrário, como mostra a figura 2.2. Todos os materiais com valor de f0 menor ou
igual a 230 MPa são classificados de B, com excepção de algumas das ligas da série 6XXX.
Estas ligas foram classificadas como A assim como as restantes com f0 acima de 230 MPa
[10, 13].
Figura 2.2: Diagramas com curvas representativas das classes de encurvadura [13]
Os valores característicos para as tensões limite de proporcionalidade e última, f0 e fu, para
algumas ligas de alumínio, são apresentados na tabela 2.1 para perfis extrudidos e na tabela 2.2
para chapas. Estes valores dizem respeito a temperaturas até os 80oC. Para valores superiores
terá de se aplicar um coeficiente da redução da resistência que resulta em f0,haz e fu,haz,
representativas dos valores das tensões limite de proporcionalidade e última considerando os
efeitos de temperaturas mais elevadas (HAZ - heat affected zone) [5].
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Tabela 2.1: Características das ligas de alumínio para perfis extrudidos [5]
Liga Produto Têmpera t[mm] f0 fu f0,haz fu,haz BC np
5083 ET,EP;ER/B O/H111 t≤ 200 110 270 110 270 B 5
5083 DT H12/22/32 t≤ 10 200 280 135 270 B 14
5083 DT H14/24/34 t≤ 5 235 300 135 270 A 18
6060 EP,ET,ER/B T5 t≤ 5 120 160 50 80 B 17
6060 EP T5 5<t≤ 25 100 140 50 80 B 14
6060 EP,ET,ER/B T6 t≤ 15 140 170 60 100 A 24
6060 DT T6 t≤ 20 160 215 60 100 A 16
6060 EP,ET,ER/B T64 t≤ 15 120 180 60 100 A 12
6060 EP,ET,ER/B T66 t≤ 3 160 215 65 110 A 16
6060 EP T66 3<t≤ 25 150 195 65 110 A 18
6061 EP,ET,ER/B,DT T4 t≤ 25 110 180 95 150 B 8
6061 EP,ET,ER/B,DT T6 t≤ 20 240 260 115 175 A 55
6063 EP,ET,ER/B T5 t≤ 3 130 175 60 100 B 16
6063 EP T5 3<t≤ 25 110 160 60 100 B 13
6063 EP,ET,ER/B T6 t≤ 20 160 195 65 110 A 24
6063 DT T6 t≤ 20 190 220 65 110 A 31
6063 EP,ET,ER/B T66 t≤ 10 200 245 75 130 A 22
6063 EP T66 10<t≤ 25 180 225 75 130 A 21
6063 DT T66 t≤ 20 195 230 75 130 A 28
6005A EP/O,ER/B T6 t≤ 5 225 270 115 165 A 25
6005A EP/O,ER/B T6 5<t≤ 10 215 260 115 165 A 24
6005A EP/O,ER/B T6 10<t≤ 25 200 250 115 165 A 20
6005A EP/H,ET T6 t≤ 5 215 255 115 165 A 26
6005A EP/H,ET T6 5<t≤ 10 200 250 115 165 A 20
6106 EP T6 t≤ 10 200 250 95 160 A 20
6082 EP,ET,ER/B T4 t≤ 25 110 205 100 160 B 8
6082 EP/O,EP/H T5 t≤ 5 230 270 125 185 B 28
6082 EP/O,EP/H T6 t≤ 5 250 290 125 185 A 32
6082 ET T6 5<t≤ 15 260 310 125 185 A 25
6082 ER/B T6 t≤ 20 250 295 125 185 A 27
6082 ER/B T6 20<t≤ 150 260 310 125 185 A 25
6082 DT T6 t≤ 5 255 310 125 185 A 22
6082 DT T6 5<t≤ 20 240 310 125 185 A 17
7020 EP,ET,ER/B T6 t≤ 15 290 350 205 280 A 23
7020 EP,ET,ER/B T6 15<t≤ 40 275 350 205 280 A 19
7020 DT T6 t≤ 20 280 350 205 280 A 18
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Tabela 2.2: Características das ligas de alumínio para chapas [5]
Liga Têmpera t[mm] f0 fu fo,haz fu,haz BC np
3004 H14|H24/H34 ≤ 6|3 180|170 220 75 155 B 23|18
3004 H16|H26|/H36 ≤ 4|3 200|190 240 75 155 B 25|20
3005 H14|H24 ≤ 6|3 150|130 170 56 115 B 38|18
3005 H16|H26 ≤ 4|3 175|160 195 56 115 B 43|24
3103 H14|H24 ≤ 25|12.5 120|110 140 44 90 B 31|20
3103 H16|H26 ≤ 4 145|135 160 44 90 B 48|28
5005 O/H111 ≤ 50 35 100 35 100 B 5
5005 H12|H22/H32 ≤ 12.5 95|80 125 44 100 B 18|11
5005 H14|H24/H34 ≤ 12.5 120|110 145 44 100 B 25|17
5052 H12|H22/H32 ≤ 40 160|130 210 80 170 B 17|10
5052 H14|H24/H34 ≤ 25 180|150 230 80 170 B 19|11
5049 O/H111 ≤ 100 80 190 80 190 B 6
5049 H14|H24/H34 ≤ 25 190|160 240 100 190 B 20|12
5454 O/H111 ≤ 80 85 215 85 215 B 5
5454 H14|H24/H34 ≤ 25 220|200 270 105 215 B 22|15
5754 O/H111 ≤ 100 80 190 80 190 B 6
5754 H14|H24/H34 ≤ 25 190|160 240 100 190 B 20|12
5083 O/H111 ≤ 50 125 275 125 275 B 6
5083 O/H111 50≤ 80 115 270 115 270 B 6
5083 H12|H22/H32 ≤ 40 250|215 305 155 275 B 22|14
5083 H14|H24/H34 ≤ 25 280|250 340 155 275 A 22|14
6061 T4/T451 ≤ 12.5 110 205 95 150 B 8
6061 T6/T651 ≤ 12.5 240 290 115 175 A 23
6061 T651 12.5<t≤ 80 240 290 115 175 A 23
6082 T4/T451 ≤ 12.5 110 205 100 160 B 8
6082 T61/T6151 ≤ 12.5 205 280 125 185 A 15
6082 T6151 12.5<t≤ 100 200 275 125 185 A 14
6082 T6/T651 ≤ 6 260 310 125 185 A 25
6082 T6/T651 6<t≤ 12.5 255 300 125 185 A 27
6082 T651 12.5<t≤ 100 240 295 125 185 A 21
7020 T6 ≤ 12.5 280 350 205 280 A 19
7020 T651 ≤ 40 280 350 205 280 A 19
8011A H14|H24 ≤ 12.5 110|100 125 37 85 B 37|22
8011A H16|H26 ≤ 4 130|120 145 37 85 B 33|33
2.1.3 Tensões residuais e variação das propriedades do material
As tensões residuais podem surgir do processo de soldadura. Quando o material arrefece
junto à ligação, o material em redor impede o encolhimento, ficando submetido a tensões
longitudinais de compressão, enquanto que as restantes zonas ficam sujeitas a tracções, como
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mostra a figura 2.3.
Figura 2.3: Esforços residuais num perfil em T soldado [13]
Ensaios realizados em provetes extrudidos, em perfis em I de diferentes ligas, mostram
que as tensões residuais estão distribuídas aleatoriamente na secção mas com valores reduzi-
dos, com as compressões a não ultrapassarem os 20MPa e as tracções bastante inferiores.
Por esta razão, pode afirmar-se que as tensões residuais possuem um efeito desprezável no
comportamento estrutural [13].
Contrariamente ao que sucede nos provetes extrudidos, os elementos soldados são influ-
enciados pelas tensões residuais. Em geral, a máxima tracção ronda os 90 a 100 MPa e a
máxima compressão os 30 a 40 MPa, com o menor valor a corresponder a ligas tratadas a
quente. A figura 2.4 mostra um exemplo de resultados obtidos experimentalmente, onde se
comprova a influência da zona onde é efectuada a soldura nas tensões residuais da secção.
As tensões de tracção residuais representam menos de 60% de f0 e as tensões de compressão
residuais representam cerca de 20%. A capacidade resistente da zona das chapas em redor da
soldadura sofre uma redução que pode ir até aos 50%.
Figura 2.4: Esforços residuais em perfis em I [13]
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As propriedades mecânicas como o módulo de Young e f0,2 não têm variação significativa
ao longo da secção. Sendo assim, este efeito é desprezável na análise estrutural e dimension-
amento [13].
O efeito de Baushinger dá-se quando existe um carregamento cíclico que provoca defor-
mação plástica, resultando numa redução do limite elástico a cada inversão de carga. Os
provetes extrudidos são tracionados para eliminar a curvatura inicial, causando deformação
plástica, o que se traduz numa redução do limite elástico, por efeito de Baushinger, para ele-
mentos comprimidos (e.g., colunas). Este efeito é normalmente desprezado nos regulamentos,
devido a ser contrabalançado pelo efeito da diminuição de tensões residuais [13].
2.1.4 Zonas afectadas pelo calor
Existem dois grupos de perfis soldados: os perfis com base em ligas tratadas a quente e os
perfis com base em ligas não tratadas a quente. Os perfis de ligas não tratadas a quente não
são tão influenciados pela soldadura. Os perfis de ligas tratadas a quente sofrem decréscimos
de f0 na ordem dos 40-50%.
A resistência à flexão pode ser significativamente afectada por soldaduras, especialmente
se forem efectuadas na zona de ligação banzo-alma. Uma solução consiste em colocar as
soldaduras numa área onde o seu efeito é reduzido para a resistência à flexão, como apresentado
na figura 2.5(b) [13].
Figura 2.5: Redução da resistência do perfil devido às soldaduras [13]
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2.2 Verificação da segurança de colunas de alumínio
2.2.1 Classificação de secções
Tendo como base o Eurocodigo 9, o dimensionamento de qualquer barra (coluna, viga ou
viga-coluna), começa pela classificação da sua secção transversal. Existem quatro classes de
secções transversais:
• Classe 1, secções que podem formar uma rótula com capacidade de rotação permitindo
uma análise plástica;
• Classe 2, secções que podem desenvolver momento resistente plástico mas não têm
capacidade de rotação para permitir uma análise plástica;
• Classe 3, secções onde a tensão da fibra mais comprimida do elemento pode atingir
f0, mas onde a encurvadura local irá impedir o desenvolvimento do momento plástico
resistente;
• Classe 4, secções onde é necessário ter em conta os efeitos da encurvadura nas paredes
comprimidas da secção.
A susceptibilidade de uma parede da secção transversal à encurvadura local e, por con-
seguinte, a classificação da secção, é estabelecida através do parâmetro de esbelteza β. Para
elementos sem reforços (Figura 2.6) tem-se:
1. Elementos sem gradiente de tensão β = b/t
2. Elementos internos com gradiente de tensão que resultam numa linha neutra ao centro
β = 0, 40 b/t
3. Para outros gradientes de tensão β = η b/t
onde b é a largura da parede, t é a sua espessura e η é o coeficiente do gradiente de tensão,
dado por
η = 0, 70 + 0, 30ψ (1 ≥ ψ ≥ −1) (2.2)
η = 0, 80 (1− ψ) (ψ < −1) (2.3)
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Figura 2.6: Elementos internos e externos com ou sem reforços [13]
onde ψ é a razão das tensões nas extremidades da parede em consideração relacionada com a
maior tensão de compressão.
A classificação das secções está então relacionada com o parâmetro de esbelteza β da
seguinte forma:
β ≤ β1: classe 1
β1 < β ≤ β2: classe 2
β2 < β ≤ β3: classe 3
β3 < β: classe 4
Os valores de β1, β2 e β3 encontram-se especificados na Tabela 2.3 para elementos internos
e externos.
No caso de secções de classe 4 com paredes sem reforços, de forma a ter em conta os efeitos
da encurvadura local, substitui-se a distribuição de tensões não-uniforme actuante na secção
transversal por uma distribuição uniforme actuante numa secção “efectiva”. A secção efectiva
é obtida reduzindo a espessura (teff ) de cada parede através de um factor ρc, dado por
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Tabela 2.3: Valores de β/ε (com ε =
√
250/f0)
Classificação do material de acordo com a Tabela 1.1 Elemento Interno Elemento Externo
β1/ε β2/ε β3/ε β1/ε β2/ β3/ε
Classe A s/ soldaduras 11 16 22 3 4.5 6
Classe A c/ soldaduras 9 13 18 2.5 4 5
Classe B s/ soldaduras 13 16.5 18 3.5 4.5 5
Classe B c/ soldaduras 10 13.5 15 3 3.5 4
ρc = 1, 0 se β ≤ β3 (2.4)
ρc =
C1
(β/ǫ)
−
C2
(β/ǫ)
(2.5)
onde os coeficientes C1 e C2 podem ser obtidos a partir da tabela 2.4 [5, 13, 19, 20].
Tabela 2.4: Constantes C1 e C2 para cálculo de ρc
Classificação do material de acordo com a Tabela 1.1 Elemento Interno Elemento Externo
C1 C2 C1 C2
Classe A s/ soldaduras 32 220 10 24
Classe A c/ soldaduras 29 198 9 20
Classe B s/ soldaduras 29 198 9 20
Classe B c/ soldaduras 25 150 8 16
Alternativamente, o cálculo de ρc pode ser efectuado através da consulta da figura 2.7.
A proposta do EC9, parte 1-4 (chapas enformadas a frio [4]), passa pelo cálculo do factor
ρ com base na maior tensão de compressão σcom,Ed, actuante em cada parede. Se σcom,Ed =
f0/γM1, o factor ρ deve ser obtido a partir de
λ¯p ≤ λ¯lim : ρ = 1, 0 (2.6)
λ¯p > λ¯lim : ρ = α(1− 0, 22/λ¯p)/λ¯p (2.7)
no qual λ¯p é a esbelteza da parede, dada por
λ¯p =
bp
t
√
12(1− ν2)f0
π2Ekσ
(2.8)
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Figura 2.7: Relação entre ρc e β/ε [5]
e os parâmetros λ¯lim e α adoptam os valores 0,517 e 0,9, respectivamente. O parâmetro kσ
representa o coeficiente de encurvadura, que refecte a influência das condições de apoio e da
distribuição do carregamento, podendo ser consultado na figura 2.8 [4].
Figura 2.8: Coeficiente de encurvadura kσ [4]
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Se com,Ed < f0/γM1, a esbelteza da placa deverá ser substituída pela esbelteza reduzida
dada por
λ¯p,red = λ¯p
√
σcom,Ed
f0/γM1
(2.9)
2.2.2 Zonas afectadas pelo calor
Como já foi referido, no dimensionamento de elementos com ligações soldadas, há uma redução
de f0 e fu do material na zona em redor da soldadura, em virtude das elevadas temperaturas.
A estas zonas aplicam-se factores de redução, ρ0,haz para f0 e ρu,haz para fu, dados por
ρ0,haz =
f0,haz
f0
(2.10)
ρu,haz =
fu,haz
fu
(2.11)
Os valores de f0,haz e fu,haz podem ser consultados na tabela 2.1 e 2.2. A HAZ (“heat
affected zone” - zona afectada pelo calor) estende-se numa distância bhaz em qualquer direcção
da soldadura, como exemplifica a figura 2.9. A distância bhaz depende do tipo de soldadura.
Em geral, nos processos mais comuns (TIG e MIG), as distâncias são as seguintes [5, 13]:
– Para soldadura do tipo MIG com temperaturas de arrefecimento até aos 60oC ou
menos:
0 < t ≤ 6mm : bhaz = 20mm
6 < t ≤ 12mm : bhaz = 30mm
12 < t ≤ 25mm : bhaz = 35mm
t > 25mm : bhaz = 20mm
– Para soldadura do tipo TIG:
0 < t ≤ 6mm : bhaz = 30mm
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Figura 2.9: Extensão da HAZ [5]
2.2.3 Imperfeições
Os perfis em alumínio possuem imperfeições que deverão ser consideradas no dimensiona-
mento. As imperfeições são de variada natureza, como tensões residuais, variação das pro-
priedades mecânicas nas zonas afectadas pelo calor, curvatura inicial e variação da geometria
da secção. É importante considerar os efeitos destas imperfeições quando uma barra não é
contraventada e é solicitada à compressão e/ou flexão, dado que os efeitos das imperfeições
podem reduzir significativamente a resistência à encurvadura. É possível, com recurso a
ferramentas numéricas, incorporar os efeitos destas imperfeições na análise, sendo contudo
indispensável quantificá-las com rigor [13].
Os desvios geométricos em elementos extrudidos são reduzidos mas têm de ser tidos em
consideração devido ao risco de encurvadura, desta forma, recomenda-se adoptar uma cur-
vatura inicial de L/1000, como mostra a figura 2.10 [13].
Para alem da curvatura do eixo da peça, cada parede da secção poderá possuir uma
curvatura inicial distinta. Em provetes extrudidos as curvaturas iniciais tendem a ser bas-
tante reduzidas devido à produção de secções esbeltas e ao processo de tracção utilizado no
fabrico [13].
Uma imperfeição a ter em conta em provetes em I soldados, onde a alma é soldada directa-
mente aos banzos por soldaduras em ângulo, é a excêntricidade do painel da alma. Medições
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Figura 2.10: Tolerância para curvatura inicial [13]
realizadas nessas secções mostram que a excentricidade não é superior a L/1600 [13], podendo
admitir-se uma excentricidade inicial de L/1000 como nos provetes extrudidos.
As curvaturas iniciais em peças soldadas são inevitáveis. A curvatura inicial da alma
(Figura 2.11) tem uma tolerância dada pelas seguintes expressões, onde o limite é aplicado a
cada painel da alma entre reforços horizontais [13]:
ew <
bw
200 quando
bw
tw
≤ 50
ew <
b2w
10000tw
quando 50 < bwtw < 125
ew <
bw
80 quando
bw
tw
≥ 125
A maior curvatura permitida para o banzo (Figura 2.11) para uma secção em I, U ou Z é
dada pelas seguintes expressões [13]:
ef <
Lb
250 quando
bf
tf
≤ 10
ef <
Lbbw
2500tf
quando bftf ≥ 10
Figura 2.11: Tolerância para a curvatura inicial da alma e do banzo [13]
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2.2.4 Resistência à compressão
O valor de cálculo do esforço axial actuante NEd deverá satisfazer:
NEd ≤ Nc,Rd (2.12)
onde Nc,Rd deverá ser considerado o menor entre Nu,rd e Nc,Rd,
• em secções com furos
Nu,rd = Anetfu/γM2 (2.13)
• outras secções
Nc,rd = Aefff0/γM1 (2.14)
sendo:
Anet a área da secção deduzindo os furos e os efeitos da HAZ;
Aeff a área efectiva, tendo em conta a encurvadura local e a dedução devida à HAZ mas
ignorando os furos;
γM1 o coeficiente parcial de segurança para a resistência de secções transversais que adopta
o valor 1,10;
γM2 o coeficiente parcial de segurança para a resistência de secções transversais sujeitas à
tensão última que adopta o valor 1,25.
2.2.5 Resistência à encurvadura
Elementos sujeitos a compressão axial uniforme (colunas) podem colapsar nos seguintes mo-
dos:
a) Encurvadura por flexão
b) Encurvadura por torção ou torção-flexão
c) Encurvadura local
sendo que a encurvadura local pode interagir com os restantes modos.
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A verificação à encurvadura é
NEd ≤ Nb,Rd (2.15)
com o valor de cálculo do esforço axial resistente à encurvadura (“buckling”) dado por
Nb,Rd = κχAefffo/γM1 (2.16)
onde:
Aeff é a área efectiva para secções de classe 4. Para encurvadura por torção ou flexão-
torção, Aeff contabiliza a HAZ e a encurvadura local no caso de secções em geral, e contabiliza
a HAZ mas despreza os efeitos da encurvadura local para secções compostas somente por
elementos salientes.
Aeff = A para secções de classe 1, 2 ou 3;
χ é o factor de redução devido à encurvadura, obtido através das curvas de dimensiona-
mento de colunas;
κ é um factor que contabiliza os efeitos da soldadura longitudinal. Adopta-se κ = 1 para
encurvadura relativa à torção e à flexão-torção. Para encurvadura por flexão tem-se:
Material de classe A
κ = 1−
(
1−
A1
A
)
10−λ¯ −
(
0, 05 + 0, 1
A1
A
)
λ¯1,3(1−λ¯) (2.17)
com A1 = A−Ahaz(1− ρo,haz)
Material de classe B
κ = 1 + 0, 04(4λ¯)0,5−λ¯ − 0, 22λ¯1,4(1−λ¯) se λ¯ > 0, 2 (2.18)
κ = 1 se λ¯ ≤ 0, 2 (2.19)
O factor de redução χ é dado por
χ =
1
φ+
√
φ2 − λ¯2
≤ 1, 0 (2.20)
onde
φ = 0, 5[1 + α(λ¯− λ¯0) + λ¯
2] (2.21)
sendo α e λ¯0 dados nas tabelas 2.5 e 2.6, e a esbelteza λ¯ dada por
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Tabela 2.5: Valores de α e λ¯0 para encurvadura por flexão
Classe de encurvadura do material α λ¯0
Classe A 0.2 0.1
Classe b 0.32 0
Tabela 2.6: Valores de α e λ¯0 para encurvadura por torção-flexão
Tipo de Secção α λ¯0
Geral 0.35 0.4
Composta de elementos salientes 0.2 0.6
λ¯ =
√
Aefff0
Ncr
(2.22)
sendo Ncr a carga crítica elástica.
Nos parágrafos seguintes aborda-se a determinação da carga crítica elástica.
2.2.5.1 Encurvadura por flexão
Para o caso de encurvadura por flexão a carga crítica é dada por
Ncr =
π2EI
Lcr
2 (2.23)
onde E representa o módulo de elasticidade inicial (70 GPa), I representa a inércia da secção
em torno do eixo de flexão e Lcr representa o comprimento de encurvadura que pode ser
obtido multiplicando o comprimento do elemento por um factor k, que traduz a influência
das condições de apoio, como apresenta a figura 2.12. Note-se que os valores recomendados
pelo EC9 são superiores aos teóricos, o que se deve ao facto de se pretender ter em conta a
deformabilidade das ligações [5, 13].
Alternativamente a (2.22), a esbelteza λ¯ para a encurvadura por flexão pode ser calculada
através de
λ¯ =
√
Aefff0
Ncr
=
Lcr
i
1
π
√
Aeff
A
fo
E
(2.24)
onde i representa o raio de giração e Lcr é o comprimento de encurvadura.
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Figura 2.12: Valores do coeficiente k [13, 27]
2.2.5.2 Encurvadura por torção ou flexão-torção
De acordo com o EC9, a verificação à encurvadura por torção ou flexão-torção pode ser
dispensada se:
• a secção for tubular;
• a secção for em I com dupla simetria;
• a secção for composta só por elementos salientes concorrentes num único ponto (T,
cruciforme) e classificada como sendo de classe 1 ou 2.
Em caso de um modo de torção pura, deverá aplicar-se
Ncr =
1
r02
(
GJ +
π2EΓ
Lcr
2
)
(2.25)
27
Capítulo 2. Verificação da segurança de colunas de alumínio segundo o EC9
onde:
r0 é o raio de giração polar em relação ao centro de corte;
Lcr é o comprimento de encurvadura;
J é o factor de rigidez à torção;
Γ é a constante de empenamento.
Para um comportamento de flexão-torção, em secções com um eixo de simetria, Ncr cor-
responde à menor raiz da seguinte equação [27]:
r0
2(Ncr −Ncr,z)(Ncr −Nφ)−Ncr
2Z0
2 = 0 (2.26)
onde:
Ncr,z é a carga crítica num modo de flexão em torno do eixo de menor inércia;
Z0 é a distância do baricentro ao centro de corte;
Nφ é dado por (2.25).
2.2.5.3 Encurvadura Local
A análise de um elemento de parede fina susceptível à encurvadura local pode ter elevada
complexidade matemática [19]. Em geral o cálculo da carga crítica é efectuado considerando
as paredes individuais que constituem a secção, com condições de apoio apropriadas e tendo
em conta o respectivo carregamento, como apresenta a figura 2.13.
Figura 2.13: Análise da encurvadura local de uma secção de parede fina [19]
No caso elástico, a tensão crítica é geralmente dada por
σcr =
kσπ
2E
12(1− ν2)
(
b
t
)2 (2.27)
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onde:
ν é o coeficiente de Poisson;
kσ é o coeficiente de encurvadura, dado pela tabela 2.8;
b e t são a largura e a espessura da placa, respectivamente.
Note-se que, segundo o EC9, não é obrigatório determinar-se a carga crítica para a encur-
vadura local, podendo adoptar-se a metodologia apresentada na secção 2.2.1.
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Capítulo 3
Determinação de cargas críticas
elastoplásticas
3.1 Definição de carga de bifurcação
Considere-se a trajectória de equilíbrio de uma estrutura, representada na figura 3.1. Um
problema de instabilidade bifurcacional é caracterizado pela existência de [27]:
• Uma trajectória de equilíbrio fundamental (linear ou não linear), que se inicia na origem
do diagrama carga-deslocamento;
• Uma trajectória de equilíbrio de pós-encurvadura, que não passa pela origem do dia-
grama carga-deslocamento;
• Um ponto de bifurcação (cuja carga se designa de “carga de bifurcação”), que corresponde
à intersecção das duas trajectórias, a partir do qual as configurações de equilíbrio da
trajectória fundamental se tornam instáveis.
Relativamente à bifurcação em materiais elastoplásticos, existem poucos resultados teóri-
cos comparativamente à bifurcação em materiais elásticos [11, 25]. O problema da determi-
nação da carga crítica de bifurcação de uma barra constituída por um material elastoplástico
(como as ligas de alumínio em estudo) consiste na dificuldade de incorporar a influência da
plasticidade na estabilidade. No caso uniaxial, essa influência traduz-se na substituição do
módulo de elasticidade E pelo módulo tangente Et (Figura 3.2), cujo valor está dependente
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Figura 3.1: Instabilidade bifurcaional [27]
do nível de compressão. Quer-se com isto dizer que, sendo Et variável, a determinação da
carga crítica de bifurcação revela-se um processo iterativo [27].
Figura 3.2: Módulo tangente [8]
3.2 Teoria incremental e teoria da deformação
Sabe-se que as cargas de bifurcação determinadas com base (numa análise linear) na teo-
ria incremental sobrestimam os resultados obtidos por via experimental, os quais por sua
vez exibem uma maior concordância com os resultados obtidos com base na teoria da defor-
mação [25, 16, 2, 26]. De forma a melhor representar esta afirmação recorre-se aos resultados
de Gerard e Becker [9] relativos a colunas simplesmente apoiadas de alumínio em secção cruci-
forme, apresentados na figura 3.3, onde (a) corresponde à teoria incremental e (b) à teoria da
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deformação. Repare-se que, com o aumento da carga de bifurcação (σc), os valores da teoria
da deformação (b) mantêm-se concordantes com os resultados experimentais contrariamente
ao que sucede com os resultados da teoria incremental (a). A maior aproximação da teoria
da deformação aos resultados experimentais deve-se à influência das imperfeições [25, 3, 6].
Figura 3.3: Resultados de Gerard e Becker para uma coluna cruciforme [9]
3.3 Relações constitutivas incrementais
De forma a calcular cargas críticas de bifurcação de colunas de alumínio, torna-se necessário
conhecer as relações constitutivas incrementais para teorias anteriormente descritas, quando
se parte de um estado de tensão uniaxial (compressão uniaxial).
Como se consideram secções de parede fina, pode admitir-se um estado plano de tensão e
as relações constitutivas podem ser escritas na forma


∆σxx
∆σyy
∆σxy

 = Ct


∆ǫxx
∆ǫyy
∆γxy

 (3.1)
onde σij são as componentes de tensão, ǫii, são extensões, γxy é a distorção e Ct é o operador
constitutivo.
De acordo com a teoria incremental, para elementos de parede fina sujeitos a um estado
de tensão incremental plano, o operador constitutivo é dado por [12]
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Ct =


4E2+4EH′
(5−4ν)E−(ν2−1)4H′
2E2+4νEH′
(5−4ν)E−(ν2−1)4H′
0
2E2+4νEH′
(5−4ν)E−(ν2−1)4H′
E2+4EH′
(5−4ν)E−(ν2−1)4H′
0
0 0 G

 (3.2)
onde ν representa o coeficiente de Poisson, E representa o módulo de elasticidade inicial (70
GPa) e H ′ é o módulo de endurecimento cuja equação incorpora o módulo tangente Et e é
dada por
H ′ =
Et
1− EtE
(3.3)
Para um estado de tensão incremental onde ∆σyy = 0, tem-se
Ct =


Et 0 0
0 0 0
0 0 G

 (3.4)
Alternativamente, a teoria da deformação fornece um operador constitutivo dado por [11]
Ct =


4E2+4EH′
(3E/Es+2−4ν)E−(4ν2−3E/Es−1)H′
2E2+4νEH′
(3E/Es+2−4ν)E−(4ν2−3E/Es−1)H′
0
2E2+4νEH′
(3E/Es+2−4ν)E−(4ν2−3E/Es−1)H′
E2+3E2H′/Es+EH′
(3E/Es+2−4ν)E−(4ν2−3E/Es−1)H′
0
0 0 Gs

 (3.5)
ou para ∆σyy = 0,
Ct =


Et 0 0
0 0 0
0 0 Gs

 (3.6)
onde Gs representa o módulo de distorção secante que emprega o módulo secante Es e é dado
por
Gs =
E
2ν − 1 + 3E/Es
(3.7)
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enquanto que o módulo de endurecimento H ′s é dado por
H ′s =
Es
1− EsE
(3.8)
Para ilustrar as diferenças entre os operadores constitutivos tangenciais de ambas as teo-
rias, representa-se a evolução dos valores normalizados dos componentes para a teoria in-
cremental assim como para a teoria da deformação na figura 3.4. No traçado das curvas
admitiu-se um comportamento constitutivo uniaxial do tipo Ramberg-Osgood com E=70
GPa, f0=200 MPa (tensão limite convencional de proporcionalidade a 0,2%), ν=0,3 e α=5
(parâmetro de endurecimento), valores associados a uma liga de alumínio.
Figura 3.4: Valores adimensionalizados das componentes dos operadores constitutivos [11]
Observe-se na figura 3.4 que, com excepção da componente [Ct]22, as duas teorias diferem,
com a teoria da deformação a originar menores valores de “rigidez” comparativamente aos
obtidos através da teoria incremental [11].
3.4 Determinação de cargas críticas elastoplásticas
Considerando uma coluna uniformemente comprimida e simplesmente apoiada, a tensão
crítica para uma análise elastoplástica, será dada por
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σ1b =
−1
A
m2π2EtII
L2
(3.9)
σ2b =
−1
A
m2π2EtIII
L2
(3.10)
σ3b =
−1
i2A
(
m2π2EtIw
L2
+GJ
)
(3.11)
onde (3.9) e (3.10) correspondem à expressão da carga de bifurcação com a aplicação do
módulo tangente e (3.11) constitui a generalização da fórmula clássica para a instabilidade
por torção de uma coluna [27], aplicando-se G de acordo com a teoria incremental e Gs
segundo a teoria da deformação.
Considere-se o caso de placas rectangulares uniformemente comprimidas, simplesmente
apoiadas em todos os bordos, onde a tensão de bifurcação é dada por [11]
σb = −
π
tb2
(
b2m2
l2
k11 + 2k12 +
l2
b2m2
k22
)
(3.12)
onde m corresponde ao número de semi-ondas segundo a direcção longitudinal e os termos de
rigidez kab são dados por
k11 =
t3
12
Ct,22 k22 =
t3
12
Ct,11 k12 =
t3
12
(Ct,12 + 2Gs) (3.13)
Tendo em conta que o estado de tensão inicial é uniaxial, as componentes dos operadores con-
stitutivos tangenciais para os termos de flexão Ct são dadas por (3.4) para a teoria incremental
e (3.5) para a teoria da deformação [11].
3.5 Imperfeições
Tendo em consideração a influência das imperfeições em colunas torna-se necessário introduzir
o conceito de colunas reais (colunas com imperfeições) por oposição a colunas ideais (colunas
sem imperfeições). A figura 3.5 demonstra o efeito das imperfeições geométricas no compor-
tamento de sistemas estruturais que exibem bifurcação na ausência de imperfeição. As curvas
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a traço interrompido representam as trajectórias de equilíbrio de colunas, placas e painéis
cilíndricos “reais”, onde se verifica a ausência de bifurcação e apenas existe uma trajectória
assimptótica à trajectória de pós-encurvadura.
Figura 3.5: Imperfeições iniciais em colunas, placas e painéis cilíndricos [27]
A figura 3.6 ilustra o comportamento elastoplástico de uma coluna com uma imperfeição
inicial de amplitude ε sujeita a um carregamento P (q é o deslocamento adicional devido à
carga P ). O aumento dos deslocamentos origina momentos flectores progressivamente mais
elevados, atingindo-se a cedência, e posteriormente o colapso. Note-se que, no caso da coluna
ideal (ε = 0), o início da cedência ocorre na trajectória de pós-encurvadura.
Figura 3.6: Comportamento de colunas em regime elastoplástico [27]
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Capítulo 4
Estudo numérico da resistência à
encurvadura
4.1 Introdução
O segundo objectivo desta dissertação inside sobre o estudo da encurvadura de colunas.
Considere-se a proposta de verificação à encurvadura de colunas do EC9, que efectua o cál-
culo de uma esbelteza elástica com base em curvas independentes para o material A e B.
O estudo analítico realizado pretende averiguar os efeitos resultantes da transição das esbel-
tezas elásticas para esbeltezas elastoplásticas através do cálculo das cargas críticas, obtidas
com base na teoria incremental e teoria da deformação. Juntamente com o procedimento
analítico pretende-se realizar um estudo numérico, utilizando o programa Adina [1], cujos val-
ores obtidos para as cargas de colapso permitem calcular esbeltezas elásticas e elastoplásticas,
a comparar com o EC9 assim como com o estudo analítico.
4.2 Lei Constitutiva
No presente estudo, para conseguir uma representação mais próxima do comportamento real
do material, adoptou-se um modelo contínuo (Figura 4.1). Os modelos contínuos propostos
no Eurocódigo 9 são do tipo σ = σ(ε) ou ε = ε(σ) sendo que no último caso é adoptada a lei
de Ramberg-Osgood, já apresentada neste documento (equação 2.1).
Considerando as diferentes ligas disponíveis e a sua divisão em classes de encurvadura,
torna-se necessário escolher uma liga representativa de cada uma das classes. Como tal,
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Figura 4.1: Lei constitutiva contínua [5]
escolheram-se aleatoriamente sete ligas entre as apresentadas na tabela 2.1 e traçaram-se os
correspondentes gráficos σ − ε, cuja representação adimensionalizada (σ/f0 − ε) é ilustrada
na figura 4.2.
Figura 4.2: Leis constitutivas de diferentes ligas
De acordo com a figura 4.2, escolheram-se duas ligas (6063 DT T66 e 5083 DT H12) de
forma a representarem os materiais de classe de encurvadura A e B, estando ambas represen-
tadas na figura 4.3. A liga 5083 DT H12 (classe B) possui um primeiro intervalo (linear) mais
curto e possui um valor de tensão última superior, com maior separação entre os valores de
fp e f0 quando comparada com a liga 6063 DT T66 (classe A). A lei constitutiva do material
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e a proximidade entre os valores característicos de fp e f0 é o parâmetro que permite definir
a classe do material. Desta forma, duas ligas se destacaram das restantes: por um lado, pelo
maior afastamento entre fp e f0 (liga 5083 DT H12), por outro, em oposição, pelo menor
afastamento (liga 6063 DT T66).
Figura 4.3: Ligas 6063 DT T66 e 5083 DT H12
4.2.1 Programa de elementos finitos
Nesta dissertação a análise numérica é feita com recurso ao programa de elementos finitos
Adina [1] que permite analisar o comportamento fisicamente e geometricamente não-linear de
barras de alumínio de parede fina com grande precisão.
O Adina permite a definição da relação constitutiva multilinear elastoplástica através da
introdução de vários valores de tensão e dos correspondentes valores de deformação. Tendo
por base os valores de tensão e deformação obtidos segundo a lei de Ramberg-Osgood (2.1),
escolheram-se cerca de dez pontos, como ilustram as figuras 4.4 e 4.5.
Os elementos finitos utilizados são do tipo casca com nove nós por elemento. Obtiveram-
se as malhas de elementos finitos através da definição do numero de divisões horizontais e
verticais, estabelecidas em função das dimensões da coluna, resultando em elementos finitos
rectangulares entre os 10 cm e 20 cm, como exemplifica a figura 4.6.
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Figura 4.4: Lei constitutiva em Adina para o material A
Figura 4.5: Lei constitutiva em Adina para o material B
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Figura 4.6: Exemplo do carregamento e da malha de elementos finitos para uma coluna com
secção em C
4.3 Encurvadura por flexão
O estudo da resistência à encurvadura de colunas de alumínio iniciou-se pela encurvadura por
flexão. Optou-se então por analisar uma secção em I pertencente à classe 2. Assim foi definida
uma secção cujas dimensões são b=100 mm, h=120 mm e t=10 mm, sendo b a largura dos
banzos, h a altura correspondente à distância entre os baricentros dos banzos e t a espessura.
Inicialmente foram traçadas as curvas de encurvadura χ−λ¯ para as classes A e B (Figura 4.7).
Utilizaram-se as expressões (2.20), (2.21) e (2.22), assim como os valores da tabela 2.5.
Figura 4.7: Curvas de encurvadura por flexão [5]
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As curvas apresentadas na figura 4.7 têm por base o cálculo proposto pelo EC9 que pre-
coniza o cálculo de λ¯ a partir de um Ncr elástico.
O cálculo do modo de elasticidade para valores de tensão até fp não apresenta qualquer
diferença entre E e Et, porém para valores superiores a fp, o módulo de elasticidade tangente
decresce, o que causa uma variação da carga crítica e consequentemente da esbelteza. O
módulo de elasticidade tangente é obtido derivando a expressão de Ramberg-Osgood (2.1) em
relação à deformação, tendo assim
Et =
500Eσ
E
(
σ
f0
)n
n+ 500σ
(4.1)
Considere-se as expressões de cálculo do factor de redução à encurvadura e da esbelteza,
dadas por
χ =
Ncr
Af0
(4.2)
λ¯ =
√
NRd
Ncr
(4.3)
onde Ncr é dado por (2.23) e NRd é dado por
NRd = Af0 (4.4)
Na verdade, como em (4.3) se utiliza Ncr elástica, trata-se de uma esbelteza “elástica” λ¯e,
onde o índice e será doravante utilizado para indicar a “natureza” da esbelteza. Por oposição,
no caso elastoplástico, a esbelteza será designada por λ¯ep. As esbeltezas são dadas por
λ¯e =
√
Af0
pi2EI
L2cr
(4.5)
λ¯ep =
√
Af0
pi2EtI
L2cr
(4.6)
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e relacionam-se através de
λ¯ep = λ¯e
√
E
Et
(4.7)
Note-se que não há diferença no cálculo da esbelteza quando aplicada a teoria incremental
ou a teoria da deformação, visto que ambas fornecem o mesmo valor de Ncr para a encurvadura
por flexão.
Iniciou-se o estudo pela determinação das curvas de encurvadura para colunas ideais
(Figura 4.8), para ambas as esbeltezas λ¯e e λ¯ep.
Figura 4.8: Curvas de colunas ideais para a encurvadura por flexão
As curvas ideal A (λ¯e) e ideal B (λ¯e) foram obtidas a partir de valores iniciais de tensão e
através das equações (4.3) e (4.2), estabelecendo um limite superior para os valores de λ¯e. A
curva ideal (λ¯ep) é obtida a partir de valores de esbelteza arbitrários λ¯, onde o χ se determina
através de
χ =
1
λ¯2
(4.8)
e estabelece um limite superior para a esbelteza λ¯ep.
Repare-se que a curva ideal B (λ¯e) sobrepõe-se à curva ideal λ¯ep até um valor de χ
aproximadamente de 0.6, ou seja, próximo de uma relação entre a tensão crítica e f0 de 0.6,
45
Capítulo 4. Estudo numérico da resistência à encurvadura
coincidente com o valor de tensão próximo de fp. Considera-se então que, para este material,
o fp é cerca de 0.6f0. O mesmo sucede para o material A, onde se verifica que fp é cerca de
0.75f0.
Note-se que falta determinar a curva correpondente a uma coluna real (coluna com im-
perfeições) em função de λ¯ep. Assim, partindo de valores de tensão crítica, estabeleceram-se
os valores de λ¯e, dados por (4.5), e os valores de λ¯ep dados por (4.7). Para cada valor de
λ¯e, calculou-se o factor de redução χ de acordo com (2.20) (em função de λ¯e), obtendo-se os
resultados da tabela 4.1.
Recorrendo aos valores de χ e λ¯ep apresentados na tabela 4.1, traçou-se a curva BC (λ¯ep)
(buckling curve (λ¯ep) - curva de encurvadura em função da esbelteza elastoplástica) ilustrada
nas figuras 4.9 e 4.10.
Tabela 4.1: Valores das esbeltezas para encurvadura por flexão
Material A Material B
χ λ¯e λ¯ep χ λ¯e λ¯ep
0.22 2.03 2.03 0.20 2.03 2.03
0.25 1.90 1.90 0.23 1.90 1.90
0.30 1.70 1.70 0.27 1.70 1.70
0.33 1.60 1.60 0.30 1.60 1.60
0.42 1.40 1.40 0.37 1.40 1.40
0.53 1.20 1.20 0.46 1.20 1.23
0.66 1.00 1.09 0.60 0.96 1.13
0.78 0.80 1.06 0.69 0.80 1.10
0.87 0.60 1.05 0.79 0.60 1.06
0.93 0.40 1.02 0.87 0.40 1.02
0.98 0.20 1.00 0.98 0.20 0.97
Repare-se que as curvas BC (λ¯ep) sobrepõem-se às curvas EC9 λ¯e no intervalo correspon-
dente ao comportamento elástico da liga em análise. A restante curva reflecte o endurecimento
do material no cálculo da esbelteza. Note-se que, para ambos os materiais, a separação entre
as curvas obtidas em função de λ¯e e λ¯ep é proporcional, ou seja, a curva EC9 (λ¯e) está para a
curva ideal (λ¯e) assim como, a curva BC (λ¯ep) está para ideal (λ¯ep), estabelecendo os limites
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Figura 4.9: Curvas para a encurvadura por flexão (material A)
Figura 4.10: Curvas para a encurvadura por flexão (material B)
inferiores e superiores para as esbeltezas elásticas e elastoplásticas, respectivamente.
4.3.1 Resultados numéricos
Tendo por base a secção em I, efectuaram-se simplificações de simetria (transversal e lon-
gitudinal) de forma a diminuir o numero de graus de liberdade. As imperfeições foram
contabilizadas através do uso de uma excentricidade inicial de L/1000, como recomenda o
TALAT [13], segundo o plano de menor inércia, tal como mostra a figura 4.11.
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Figura 4.11: Coluna com excentricidade inicial de flexão
Para representar a geometria curva, as arestas da coluna foram modeladas no Adina com
arcos de circunferência.
A análise abrangeu vários comprimentos que resultaram em diferentes valores de carga de
colapso (Ncol.), tal como apresentado as tabelas 4.2 e 4.3.
Tabela 4.2: Resultados do Adina para o material A
Coluna A0.65 A0.75 A1.0 A1.5 A1.75 A2.0 A2.5
Lcr [mm] 650 750 1000 1500 1750 2000 2500
Ncol. Adina [kN] 1038.4 561.6 522.9 393.3 316.8 258.3 173.7
NRd [kN] 604.5 604.5 604.5 604.5 604.5 604.5 604.5
Ncr [kN] 2739.0 2057.3 1157.2 514.3 377.9 289.3 185.2
λ¯e 0.470 0.54 0.72 1.08 1.26 1.45 1.81
λ¯ep 1.03 1.05 1.08 1.17 1.27 1.45 1.81
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Tabela 4.3: Resultados do Adina para o material B
Coluna B0.65 B0.75 B1.0 B1.2 B1.5 B1.75 B2.0 B2.5
Lcr [mm] 650 750 1000 1200 1500 1750 2000 2500
Ncol. Adina [kN] 583.0 564.2 511.7 460.2 380.8 309.2 254.6 172.4
NRd [kN] 620 620 620 620 620 620 620 620
Ncr [kN] 2739.0 2057.3 1157.2 803.6 514.3 377.9 289.3 185.2
λ¯e 0.48 0.55 0.73 0.88 1.10 1.28 1.464 1.830
λ¯ep 1.03 1.04 1.05 1.07 1.12 1.28 1.46 1.83
As colunas apresentaram uma deformada similar no colapso, para todos os comprimentos,
tendo a flexão ocorrido segundo a menor inércia, tal como ilustra a figura 4.12.
Figura 4.12: Flexão de coluna em Adina
Os resultados estão ilustrados nas figuras 4.13 e 4.14.
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Figura 4.13: Curvas de encurvadura por flexão com resultados do Adina (material A)
Figura 4.14: Curvas de encurvadura por flexão com resultados do Adina (material B)
Os resultados numéricos estão entre as curvas “ideal” e “real”, quer se use λ¯e ou λ¯ep.
De modo a melhor se comparar a transição para λ¯ep em ambos os materiais, apresenta-se a
figura 4.15.
Realça-se a grande próximidade do cálculo em função de λ¯ep em ambos os materiais, quer
nas curvas analíticas, como nos resultados numéricos.
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Figura 4.15: Curvas para encurvadura por flexão e resultados numéricos em função de λ¯ep
4.3.2 Extensão do estudo a todas as ligas
O estudo da verificação à encurvadura por flexão aplicou-se a todas as ligas, utilizando o
mesmo procedimento, tendo-se obtido um traçado para as curvas BC (λ¯ep), tal como nas
ligas 6063 DT T66 e 5083 DT H12. Tendo em conta a grande próximidade das curvas de
todas as ligas, estabeleceu-se um novo limite inferior, independente da liga em uso, para
a determinação de esbeltezas elastoplásticas, continuando o limite superior a ser dado pela
curva ideal (λ¯ep). Este limite foi estabelecido considerando os menores valores da relação
χ − λ¯ep para cada uma das ligas em estudo, como demonstra a figura 4.16. Desta forma,
cálculando o valor de λ¯ep, poderá obter-se o valor do factor de redução correspondente, sem
haver preocupação da liga em uso ou da sua classe de encurvadura.
4.4 Encurvadura por torção
O Eurocódigo 9 fornece curvas de encurvadura específicas para o caso da torção, como apre-
sentado na figura 4.17. A curva 2 destina-se a secções em geral e a curva 1 a secções compostas
por elementos salientes.
De forma análoga ao que foi efectuado no estudo da encurvadura por flexão, a secção é
de classe 2. Sendo uma análise de torção pura, optou-se por usar uma secção cruciforme,
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Figura 4.16: Traçado da curva limite
Figura 4.17: Traçado das curvas do Eurocódigo para o caso da torção [5]
sabendo que este tipo de secção teria um comportamento à encurvadura de torção pura para
comprimentos reduzidos. A secção utilizada possui b = 55 mm e t = 10 mm, sendo b
o comprimento de cada elemento saliente, medido desde o baricentro da secção, e t a sua
espessura.
Considerando (3.11) e tendo em conta a secção cruciforme em análise, Iw assume um valor
reduzido, podendo então reformular-se a expressão da carga crítica para a torção passando a
ser dada por
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Ncr = AG
(
t
b
)2
(4.9)
onde alternativamente ao módulo de distorção G, aplica-se o módulo de distorção secante Gs,
dado por (3.7), no caso da teoria da deformação.
Aplicou-se o procedimento utilizado anteriormente na encurvadura por flexão, sendo a
esbelteza λ¯ep relacionável com a esbelteza λ¯e através de
λ¯ep = λ¯e
√
G
Gs
(4.10)
obtendo-se os valores apresentados na tabela 4.4.
Tabela 4.4: Valores das esbeltezas para a encurvadura por torção
Material A Material B
χ λ¯e λ¯ep χ λ¯e λ¯ep
0.22 2.03 2.03 0.22 2.03 2.03
0.25 1.90 1.90 0.25 1.90 1.90
0.31 1.70 1.70 0.31 1.70 1.70
0.35 1.60 1.60 0.35 1.60 1.60
0.44 1.40 1.40 0.44 1.40 1.40
0.58 1.20 1.20 0.58 1.20 1.20
0.75 1.00 1.04 0.75 1.00 1.05
0.91 0.80 1.00 0.91 0.80 1.02
1.00 0.60 0.98 1.00 0.60 1.00
1.00 0.40 0.97 1.00 0.40 0.98
1.00 0.20 0.94 1.00 0.20 0.88
Os valores da tabela 4.4 permitiram traçar as curvas BC (λ¯ep) representadas juntamente
com as curvas ideais para a análise elástica e para a análise elastoplástica, ilustradas nas
figuras 4.18 e 4.19.
Note-se que, para o caso de encurvadura por torção, a separação entre as curvas do EC9
e a curva correspondente a uma coluna ideal é menor comparativamente ao verificado para a
encurvadura por flexão. Realça-se o facto de a curva BC (λ¯ep) se sobrepor à curva do EC9 (λ¯e)
(EC9 Radiating Outstands) até χ = 0.6 para o material B e χ = 0.8 para o material A, de
forma similar ao que se verificou nas curvas de encurvadura por flexão.
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Figura 4.18: Curvas para a encurvadura por torção (material A)
Figura 4.19: Curvas para a encurvadura por torção (material B)
4.4.1 Resultados numéricos
Não tendo sido encontrada qualquer referência no Eurocódigo 9 sobre qual seria a excentrici-
dade a aplicar, optou-se por usar L/1000 de acordo com o que está ilustrado na figura 4.20.
Os valores deNcol. e λ¯ obtidos através da análise em Adina são apresentados nas tabelas 4.5
e 4.6.
Note-se que, para comprimentos de coluna de 1,5 metros ou superiores, não está definido
o carregamento do Adina, uma vez que a coluna colapsou por flexão e não por torção. Estes
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Figura 4.20: Excentricidade de torção
Tabela 4.5: Resultados do Adina para o material A
Coluna A0.5 A1.0 A1.5 A2.0m A2.5
Lcr[mm] 500 600 1000 2000 2500
Ncol. Adina [kN] 393.6 397.2
NRd [kN] 429 429 429 429 429
Ncr 1958.04 1958.04 1958.04 1958.04 1958.04
λ¯e 0.47 0.47 0.47 0.47 0.47
λ¯ep 0.98 0.98 0.98 0.98 0.98
Tabela 4.6: Resultados do Adina para o material B
Coluna B0.5 B1.0 B1.5 B2.0 B2.5
Lcr [mm] 500 600 1000 2000 2500
Ncol. Adina [kN] 413.4 420.8
NRd [kN] 440 440 440 440 440
Ncr 1958.04 1958.04 1958.04 1958.04 1958.04
λ¯e 0.47 0.47 0.47 0.47 0.47
λ¯ep 0.95 0.95 0.95 0.95 0.95
casos podem comprovar-se através do cálculo da carga crítica de flexão, que revela ser inferior
à carga crítica de torção. Realça-se que os resultados numéricos correspondentes aos dois
comprimentos de coluna são idênticos, uma vez que a carga crítica à torção não varia em
função do comprimento da coluna, mas sim em função da secção transversal, como se pode
verificar na expressão (4.9).
A figura 4.21 ilustra o comportamento de torção demonstrado pelas colunas de 0,5 m e
1,5 m de comprimento, para ambos os materiais.
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Figura 4.21: Colapso por torção de uma coluna de 0,5 m (material A)
Nas figuras 4.22 e 4.23 representam-se os resultados numéricos juntamente das curvas de
encurvadura por torção já apresentadas.
Figura 4.22: Curvas de encurvadura por torção com resultados do Adina (material A)
Os valores de esbelteza das curvas Adina (λ¯e) e Adina (λ¯ep) são inferiores aos limites
dados pelas curvas EC9 (λ¯e) e BC (λ¯ep), respectivamente, ao contrário do esperado.
A figura 4.24 representa as curvas e resultados numéricos em função de λ¯ep.
Oberve-se que as curvas e os resultados numéricos são practicamente coincidentes, não
56
4.5. Encurvadura por flexão-torção
Figura 4.23: Curvas de encurvadura por torção com resultados do Adina (material B)
Figura 4.24: Curvas de encurvadura por torção e resultados numéricos em função de λ¯ep
existindo quase distinção entre os materiais de classe de encurvadura A ou B.
4.5 Encurvadura por flexão-torção
O estudo da verificação à encurvadura por flexão-torção realizou-se com base na análise de
uma secção em C, dado que esta é propensa à encurvadura por flexão e torção em simultâneo.
Para um comportamento deste tipo, o EC9 recomenda a aplicação das curvas para a torção
dadas na figura 4.17.
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A secção transversal pertence à classe 2, tendo-se adoptado as dimensões b = 40 mm,
h = 75 mm e t = 7.5 mm, sendo b a largura dos banzos, h a altura da secção medida entre a
linha média dos banzos e t a espessura de todos os elementos. Calcularam-se as coordenadas
do baricentro e do centro de corte com recurso a [27]
dc =
3b2tf
6btf + htw
(4.11)
assim como a constante de empenamento Γ através de [27]
Γ =
tfb
3h2
12
3btf + 2htw
6btf + htw
(4.12)
A simbologia está definida na figura 4.25 [27].
Figura 4.25: Dimensões da secção e distância ao centro de corte
Procedeu-se ao cálculo das inércias da secção em ambas as direcções em relação ao centro
de corte e baricentro, assim como do factor de rigidez à torção. A soma das inércias em
relação ao centro de corte determina a inércia polar Ip, permitindo o cálculo de r0:
r0 =
√
Ip
A
(4.13)
O valor da carga crítica por flexão-torção é dada pela menor raiz da expressão (2.26).
Deve-se ter em atenção que, se a peça em consideração demonstrar um comportamento de
apenas flexão, deverá efectuar-se o cálculo utilizando a expressão (2.23). Como tal, com a
resolução de (2.26), obtém-se
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Ncr =
Nφro
2 +Ncr,zro
2 − ro
√
Nφ
2r02 − 2NφNcr,zr02 +Ncr,z
2r02 + 4NφNcr,zZ0
2
2(r02 − Z0
2)
(4.14)
A equação revela-se complexa e dependente de vários parâmetros, deste modo, a relação entre
esbeltezas (equação (4.15)) terá de ser escrita como
λ¯ep = λ¯e
√
Ncr,e
Ncr,ep
(4.15)
onde Ncr,ep representa a carga crítica calculada com o módulo tangente Et, e Ncr,e representa a
carga crítica calculada com o módulo de elasticidade E. Os valores de λ¯ep obtidos apresentam-
se na tabela 4.7.
Tabela 4.7: Valores de esbeltezas para a encurvadura por flexão-torção
Material A Material B
χ λ¯e λ¯ep χ λ¯e λ¯ep
0.22 2.03 2.03 0.22 2.03 2.03
0.25 1.90 1.90 0.25 1.90 1.90
0.31 1.70 1.70 0.31 1.70 1.70
0.35 1.60 1.60 0.35 1.60 1.60
0.44 1.40 1.40 0.44 1.40 1.40
0.58 1.20 1.20 0.58 1.20 1.22
0.75 1.00 1.08 0.75 1.00 1.13
0.91 0.80 1.05 0.91 0.80 1.07
1.00 0.60 1.02 1.00 0.60 1.02
1.00 0.40 0.99 1.00 0.40 0.96
1.00 0.20 0.96 1.00 0.20 0.90
Os resultados apresentados na tabela 4.7 estão ilustrados nas figuras 4.26 e 4.27.
Uma vez que o comprimento de encurvadura influencia o traçado da curva BC (λ¯ep),
representaram-se os valores de esbelteza para um comprimento de 0.3 m, visto este ser rep-
resentativo do comportamento de flexão-torção tal como se verificará na análise em Adina.
De qualquer modo, a admissão de outro comprimento de encurvadura entre os utilizados na
análise numérica, resulta numa variação reduzida dos valores de λ¯ep. De forma semelhante
aos estudos anteriores, as curvas apresentadas estabelecem os limites inferiores e superiores
para λ¯e e λ¯ep.
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Figura 4.26: Curvas para a encurvadura por flexão-torção (material A)
Figura 4.27: Curvas para a encurvadura por flexão-torção (material B)
4.5.1 Resultados numéricos
A coluna em estudo no programa Adina foi modelada com uma excentricidade que contabiliza
a flexão segundo o eixo de menor inércia como mostra a figura 4.28.
Com o objectivo de identificar o comportamento das colunas, analisou-se a influência do
comprimento, como mostram as tabelas 4.8 e 4.9.
Analogamente ao sucedido no caso anterior, a torção só se manifesta em comprimentos de
coluna reduzidos (Figura 4.29). Assim, à medida que o comprimento da coluna aumenta, há
dissipação da susceptibilidade à torção, sendo que, para comprimentos superiores a 0.5 m, a
flexão predomina e não existe modo de encurvadura por torção.
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Figura 4.28: Excentricidade da coluna de secção em C
Tabela 4.8: Resultados do Adina para flexão-torção de colunas do material A
Coluna A0.3 A0.5 A0.75 A1.0
Lcr [mm] 300 500 750 1000
Ncol. Adina [kN] 214.68 199.49 169.26 118.58
NRd [kN] 226.69 226.69 226.69 226.69
Modo Flexão-Torção Flexão-Torção Flexão Flexão
Ncr [kN] 1101.69 579.71 244.13 137.32
λ¯e 0.45 0.63 0.96 1.28
λ¯ep 1.00 1.02 1.07 1.29
Tabela 4.9: Resultados do Adina para flexão-torção de colunas do material B
Coluna B0.3 B0.5 B0.75 B1
Lcr [mm] 300 500 750 1000
Ncol. Adina [kN] 219.95 199.95 162.29 116.30
NRd [kN] 232.50 232.50 232.50 232.50
Modo Flexão-Torção Flexão-Torção Flexão-Torção Flexão
Ncr [kN] 1101.69 579.71 244.13 137.32
λ¯e 0.46 0.63 0.98 1.30
λ¯ep 0.98 1.01 1.10 1.30
Figura 4.29: Colapso por flexão-torção de uma coluna de 0.5 m (material A)
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Os resultados das análises numérica e analítica apresentam-se nas figuras 4.30 e 4.31.
Figura 4.30: Curvas de encurvadura por flexão-torção e resultados do Adina (material A)
Repare-se que para valores de χ superiores a 0.8, os resultados numéricos são ligeiramente
inferiores ao limite inferior para λ¯e. Os restantes resultados encontram-se dentro dos limites,
quer para λ¯e ou λ¯ep.
Figura 4.31: Curvas de encurvadura por flexão-torção e resultados do Adina (material B)
A figura 4.32 apresenta a análise relativamente a λ¯ep. Realça-se a sobreposição maioritária,
quer das curvas analíticas ou dos resultados numéricos, dispensando a separação em diferentes
classes de encurvadura.
62
4.6. Encurvadura Local
Figura 4.32: Curvas e resultados numéricos para flexão-torção em função de λ¯ep
4.6 Encurvadura Local
De forma a efectuar o estudo das ligas para chapas apresentadas na tabela 2.2, escolheram-
se duas ligas representativas do material A e B para o estudo da encurvadura local. Em
representação do material B seleccinou-se a liga 5454 H14 e para o material A, a liga 6061 T6,
cujos traçados da lei constitutiva, baseados na lei de Ramberg-Osgood, estão representados
na figura 4.33. Optou-se por utilizar estas ligas tendo em conta que o valor de f0 é semelhante
em ambas e o valor de fp é diferenciável, o que facilita a observação do afastamento entre f0
e fp, maior na liga 5454 H14, sendo-lhe atribuída a classe de encurvadura B, e menor na liga
6061 T6, sendo-lhe atribuida a classe de encurvadura A.
De acordo com (2.7), (2.8) e os valores de λlim e α dados na secção 2.2.1, determinaram-
se os valores da esbelteza e do coeficiente de redução à encurvadura permitindo traçar as
curvas de EC9 de forma análoga aos estudos anteriores. Calcularam-se as tensões críticas de
bifurcação da placa para a teoria incremental (σcr,incr) e para a teoria da deformação (σcr,def )
tendo por base a equação (3.12).
Note-se que na encurvadura local, a abordagem elastoplástica fornecerá valores de esbel-
tezas diferentes em função da aplicação da teoria incremental ou da teoria da deformação.
Assim, as relações entre esbeltezas são dadas por
λ¯incr = λ¯e
√
σcr,e
σcr,incr
(4.16)
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Figura 4.33: Lei constitutiva das ligas representativas dos materiais A e B
λ¯def = λ¯e
√
σcr,e
σcr,def
(4.17)
sendo σcr,e a tensão crítica elástica obtida por (2.27). O factor de redução é dado por (4.2).
Tal como sucedeu aos estudos anteriores, obtiveram-se os valores de λ¯ apresentados na
tabela 4.10.
Tabela 4.10: Valores de esbelteza para a encurvadura local
Material A Material B
χ λ¯e λ¯incr λ¯def χ λ¯e λ¯incr λ¯def
0.26 3.23 3.43 3.43 0.26 3.24 3.44 3.43
0.40 2.00 2.00 2.00 0.40 2.00 2.00 2.00
0.60 1.23 1.23 1.25 0.60 1.23 1.24 1.26
0.81 0.82 0.87 1.15 0.81 0.82 1.05 1.16
1.00 0.52 0.55 1.12 1.00 0.51 0.70 1.12
Os valores da tabela, assim como a curva representativa de uma coluna ideal estão ilustra-
dos nas figuras 4.34 e 4.35.
Verifica-se, através da análise dos gráficos de ambos os materiais, que as curvas obtidas
com base na teoria da deformação e teoria incremental são muito próximas da obtida pelo
Eurocódigo, diferindo apenas para valores do coeficiente de redução superiores a 0.6. A partir
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Figura 4.34: Curvas para a encurvadura local (material A)
Figura 4.35: Curvas para a encurvadura local (material B)
de um valor de tensão próximo de 0.6f0, Et decresce, tendo um decréscimo superior de Es, o
que origina diminuições da tensão de bifurcação.
4.6.1 Resultados numéricos
A análise através do programa Adina fez-se considerando uma placa de classe 4 com dimensões
b = 500 mm, L = 500 mm de modo a possuir um modo crítico com apenas uma semi-onda.
Na modelação considerou-se uma imperfeição no centro da placa de L/1000 com semi-ondas
transversais e longitudinais como apresenta a figura 4.36. Os bordos encontram-se apoiados,
estando um bordo encarregue de limitar o deslocamento longitudinal da placa, aplicando-se o
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carregamento no bordo oposto. Os bordos laterais não restringem os deslocamentos laterais.
Figura 4.36: Imperfeição da placa
Analisou-se o comportamento de placas com espessuras entre 7.5 mm e 20 mm, cujo
colapso está exemplificado na figura 4.37, de forma a obterem-se vários valores de esbelteza
como apresentam as tabelas 4.11 e 4.12.
Figura 4.37: Colapso de uma placa carregada no seu plano médio
Tabela 4.11: Resultados do estudo numérico da encurvadura local para o material A
Placa A0.75 A1 A1.25 A1.5 A1.75
t [mm] 7.5 10.0 12.5 15 17.5
Ncol. Adina [kN] 277.0 514.0 828.0 1120.0 1479.5
NRd [kN] 900.0 1200.0 1500.0 1800.0 2100.0
Ncr [Kn] 213.5 506.1 988.5 1708.2 2712.6
λ¯e 2.05 1.54 1.23 1.03 0.88
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Tabela 4.12: Resultados do estudo numérico da encurvadura local para o material B
Placa B0.75 B1 B1.25 B1.5 B2.0
t [mm] 7.5 10.0 12.5 15 16.5
Ncol. Adina [kN] 272.8 518.5 809.0 1044.0 1441.0
NRd [kN] 825.0 1200.0 1500.0 1800.0 1980.0
Ncr [Kn] 213.5 506.1 988.5 1708.2 3340.5
λ¯e 1.97 1.54 1.23 1.03 0.77
Para os valores das esbeltezas obtidos a partir da análise numérica, aplicou-se a metodolo-
gia utilizada anteriormente, tendo-se obtido os valores apresentados na tabela 4.13 e repre-
sentados nas figuras 4.38 e 4.39.
Tabela 4.13: Valores das esbeltezas para a encurvadura local
Material A B
t [mm] λ¯p χ λ¯Def. λ¯Incr. λ¯p χ λ¯Def. λ¯Incr.
7.5 2.05 0.31 2.05 2.05 1.97 0.33 1.97 1.97
10 1.54 0.43 1.54 1.54 1.54 0.43 1.54 1.54
12.5 1.23 0.55 1.25 1.23 1.23 0.54 1.25 1.24
15 1.03 0.62 1.18 1.06 1.03 0.58 1.22 1.16
20 0.88 0.70 1.16 0.93 0.77 0.73 1.15 1.03
Figura 4.38: Curvas para a encurvadura local e resultados numéricos (material A)
Constata-se que, para ambos os materiais, os resultados numéricos não respeitam os limites
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inferiores, contrariamente ao esperado.
Figura 4.39: Curvas para a encurvadura local e resultados numéricos (material B)
A figura 4.40 apresenta a análise em função de λ¯ep.
Figura 4.40: Curvas para a encurvadura local e resultados numéricos em função de λ¯ep
Repare-se que os valores de λ¯ep coincidem, em ambos os materiais, para a teoria da
deformação, contrariamente ao que sucede na teoria incremental onde, a partir de um valor
de χ de 0.6, deixa de haver sobreposição das curvas.
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5.1 Conclusões
A presente dissertação incidiu sobre dois objectivos, apresentação do alumínio como material
com aplicação estrutural e estudo da resistência à encurvadura de colunas e placas.
A compilação bibliográfica permitiu identificar o alumínio como um material vantajoso na
aplicação estrutural. A sua aplicação deve-se a características do material como a resistência
à corrosão e leveza, que justificam a rentabilização da manutenção assim como a economia
de matéria prima. A adaptabilidade do alumínio, considerando o dimensionamento de qual-
quer tipo de geometria da secção e a escolha da liga mais adequada a partir de uma ampla
variabilidade, revelam ser características que o tornam um material competitivo.
A sua aplicabilidade está comprovada em inúmeras coberturas, cúpulas ou treliças para
grandes envidraçados, estruturas offshore, torres, que constituem exemplos das suas potencial-
idades. O elevado custo torna a sua aplicação em estruturas menos abrangente a estruturas
correntes frente a materiais concorrentes (aço).
O estudo inicia-se pela verificação à encurvadura por flexão onde o EC9 propõe duas
curvas distintas (uma para o material de classe de encurvadura A e outra para o material
de classe de encurvadura B) de determinação do factor de redução. Estas curvas são curvas
empíricas, cujos coeficientes são resultantes de uma ampla gama de ensaios em colunas, onde
se verificou uma maioritária separação dos resultados nas duas classes já mencionadas. A
abordagem analítica utilizada, permitiu a transição das esbeltezas “elásticas” obtidas a partir
do EC9, para esbeltezas “elastoplásticas”, onde se verificou uma grande proximidade entre as
curvas dos materiais A e B, estando quase sobrepostas. No estudo numérico analisaram-se
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colunas em I, cujos resultados se situaram entre os limites dados pelas curvas das colunas
“reais” e “ideais”, quer para a esbelteza elástica ou para a esbelteza elastoplástica. A extensão
do estudo às restantes ligas confirmou a grande proximidade das curvas de encurvadura em
função da esbelteza elastoplástica.
O EC9 propõe duas curvas distintas para a encurvadura por torção e encurvadura por
flexão-torção, uma curva para secções transversais compostas apenas por elementos salientes,
e outra para secções transversais em geral. A transição para esbeltezas elastoplásticas revelou
uma sobreposição maioritária das curvas dos materiais A e B, para a encurvadura por torção e
flexão-torção. O estudo numérico para a torção efectuou-se em colunas com secção cruciforme
e forneceu resultados inferiores às curvas “reais”, para ambas as esbeltezas, contrariamente ao
esperado. No caso da flexão-torção, o estudo numérico efectuou-se em colunas cruciformes
cujos resultados obtidos originaram esbeltezas que respeitam os limites, excepto nas colunas
de 0.3 m e 0.5 m, onde são ligeiramente inferiores.
Na encurvadura local, aplicou-se a abordagem proposta no EC9, parte 1-4, para chapas
enformadas a frio. A transição para esbeltezas elastoplásticas efectuou-se através da aplicação
de duas teorias distintas (teoria da deformação e teoria incremental), cujas curvas relativas à
esbelteza elastoplástica, para ambos os materiais, estão totalmente sobrepostas para a teoria
da deformação e parcialmente sobrepostas para a teoria incremental. A análise numérica
efectuou-se em chapas quadradas. Também neste caso se obtiveram valores para ambas as
esbeltezas que excedem os limites inferiores, contrariamente ao esperado.
Em suma, pode-se concluir que, pela coerência da sobreposição das curvas relativas a
esbeltezas elastoplásticas para os materiais A e B, em todos os estudos, a distinção das ligas
efectuada pelo EC9 em classe de encurvadura A e B é desnecessária quando se efectua o
cálculo de esbeltezas elastoplásticas, uma vez que este considera a especificidade da liga em
uso. Nos casos particulares de encurvadura por torção e encurvadura local, conclui-se que o
EC9 revela-se contra a segurança, uma vez que os valores de esbelteza obtidos a partir do
estudo numérico são inferiores às curvas limites.
5.2 Desenvolvimentos futuros
Futuramente recomenda-se a execução de ensaios em colunas reais de forma a validar os re-
sultados numéricos obtidos e regularizar a proposta do EC9 para a encurvadura por torção e
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encurvadura local. Recomenda-se, também, a ampliação deste estudo a fenómenos de encur-
vadura lateral de vigas e dimensionamento de outro tipo de elementos estruturais, assim como
uma análise de características não abordadas neste documento como a fadiga, a resistência
ao fogo e as ligações entre elementos.
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